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Die Fibonaccizahlen sind folgendermaßen (rekursiv) definiert: an = an-1+ an-2,

a0=0 und a1=1. Beim Bildungsgesetz werden also die zwei Vorgänger an-1+ an-2 gebraucht. Deshalb benötigen wir auch zwei Startwerte (a0 und a1). Die Fibonaccizahlen können folgendermaßen rekursiv programmiert werden: 

function fib(n: word): word;

begin  

    if n = 0 then fib:=0 

        else if n = 1 then fib:=1 

        else fib := fib(n – 1)+ fib(n – 2);

end;

Diese Funktion hat folgenden Aufrufbaum:  
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Aufgabe 1)  (rekursive Berechnung von Folgen) Berechne jeweils a5 rekursiv:

a)     a0=0  a1=1            an = an-1+3an-2       c)     a0=0  a1=1  a2=2    an = an-1+an-2+an-3         c)     a0=0  a1=1  a2=2   an = an-1+an-3         d)     a0=0  a1=1  a2=2    an = an-2+an-3   

Wie muss der Aufrufbaum aussehen?

Aufgabe 2 (Binomialkoeffizienten)
[image: image1.png]F(n5) JCFn-5) X_F(n8) >




Sicherung (Beachte, dass die Folgen bei Aufgabe 1 mit dem nullten Glied a0 beginnt)

function Aufgabe1a(n: word): word;           (* Folgenbeginn: 0,1,1,4,7,10,22, ... *)  

begin  if n= 0 then Aufgabe1a:=0

               else if n=1 then Aufgabe1a:=1

               else Aufgabe1a:=Aufgabe1a(n-1)+3*Aufgabe1a(n-2);

end;

function Aufgabe1b(n: word): word;           (* Folgenbeginn: 0,1,2,3,6,11,20,37 ... *)  

 begin  if n= 0 then Aufgabe1b:=0

               else if n=1 then Aufgabe1b:=1

               else if n=2 then Aufgabe1b:=2

               else Aufgabe1b:=Aufgabe1b(n-1)+Aufgabe1b(n-2)+Aufgabe1b(n-3);

end;

function Aufgabe1c(n: word): word;           (* Folgenbeginn: 0,1,2,2,3,5,7,11 ... *)  

begin  if n= 0 then Aufgabe1c:=0

               else if n=1 then Aufgabe1c:=1

               else if n=2 then Aufgabe1c:=2

               else Aufgabe1c:=Aufgabe1c(n-1)+Aufgabe1c(n-3);

end;

function Aufgabe1d(n: word): word;           (* Folgenbeginn: 0,1,2,1,3,3,4,6,7  ... *)  

begin  if n= 0 then Aufgabe1d:=0

               else if n=1 then Aufgabe1d:=1

               else if n=2 then Aufgabe1d:=2

               else Aufgabe1d:=Aufgabe1d(n-2)+Aufgabe1d(n-3);

end;

function bin (n,k: word): word; (* die Beziehung 2 ist nicht relevant *)

begin  if n=k  then bin:=1

               else if k=0 then bin:=1

               else if n<k then bin:=0   (* Soll nicht vorkommen *)

               else bin:= bin (n-1,k)+ bin (n-1,k-1);

end;

Binomialkoeffizienten und Zahlen des Pascalschen Dreiecks. Die Summe der zwei oberen Zahlen ergibt die darunter stehende untere Zeile (Bildungsgesetz)
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Aufgabe 3 (Der Algorithmus von Euklid – Zusatzaufgabe)
Der Euklidische Algorithmus berechnet den größten gemeinsamen Teiler von zwei

natürlichen Zahlen. Der Algorithmus wurde bereits ca. 300 v.Chr. von Euklid beschrieben. Wir werden im Folgenden eine rekursive Variante des Algorithmus angeben. Seien a und b natürliche Zahlen, dann gilt ggT(a, b) = ggT(b, a mod b) und ggT(a,0)=a. Schreibe ein rekursives Programm in Delphi, welches ggT(a, b) berechnet. Beschreibe den Aufrufbaum von ggT(20,6). Handelt es sich hierbei um eine Baumrekursion?

Aufgabe 4 (Binäre Suche – Zusatzaufgabe)

Gegeben sei folgende rekursive Funktion. Sie wird auf ein sortiertes Feld f angewendet. x ist eine globale Variable vom Typ integer. Analysiere die Funktion. Welchen Wert liefert diese zurück? 

                                function f(l,r: word):integer;

                                var Mitte:integer;

                                begin if l>r then begin f:=0; exit; end;

                                      Mitte:=(l+r) div 2;

                                      if Feld[Mitte]=x then begin f:=Mitte; exit; end;

                                      if Feld[Mitte]<x then f:=f(Mitte+1,r);

                                      if Feld[Mitte]>x then f:=f(l,Mitte-1);  end;

Aufgabe 5 (Die gerechte Erbschaft – Zusatzaufgabe)

Zwei Personen erben n Goldklumpen. Diese besitzen die Werte W[1], W[2], ..., W[n]. Kann man diese Goldklumpen (ohne sie zu zerkleinern) so in zwei Hälften teilen, dass jede Person genau den gleichen Wert erbt? Schreibe ein rekursives Programm. 
Aufgabe 6 (Wechselgeld – Zusatzaufgabe)
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Ein gegebener Geldbetrag ist unter Verwendung von Münzen zu 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100 und 200 Cent zu wechseln. Wie viele verschiedene Möglichkeiten gibt es? Wir überlegen uns folgende rekursive Lösung des Problems: Es sei der Betrag b mit n verschiedenen Münzarten zu wechseln. Die k-te Münze habe den Wert Münzwert[k]. Es gilt: Entweder wir verwenden eine Münze mit Wert Münzwert[k], dann bleibt der Rest b – Münzwert[k] mit k Münzarten zu wechseln oder wir verwenden die Münze mit Wert Münzwert[k] nicht, dann müssen wir den Betrag b mit den verbleibenden      k – 1 Münzarten wechseln. Ist A(b,k) die Anzahl der Möglichkeiten, den Betrag b mit k Münzarten zu wechseln, so gilt also  A(b,k) = A(b – Münzwert[k], k)+ A(b, k – 1) 
Beispiel: Es seien 5 Cent zu wechseln:

Die kursiven Aufrufe geben keinen Beitrag, weil A(x,0) sagt, dass der Betrag x ohne Münzen erstellt werden soll. A(-x,y) sagt, dass ein negativer Restbetrag gewechselt werden soll.  Die fett gedruckten Baumenden repräsentieren eine mögliche Wechselkombination:  a = (1,1,1,1,1);  b = (2,1,1,1); c = (2,2,1); d = (5); 

Schreibe ein rekursives Programm, welches dieses Problem löst. 

Sicherung

function Aufgabe3(a,b: word): word;

begin if b=0 then Aufgabe3:=a

             else Aufgabe3:=Aufgabe3(b,a mod b);

end;

Aufgabe 4-6 sind in Pascal programmiert worden:

var MuenzWert:array[1..8] of word;

const AnzErb=10;

var Erbe:array[1..AnzErb] of word;

var Teilung:array[1..AnzErb] of boolean;

    x, Gesamt:integer; Gefunden:boolean;

var Feld:array[1..15] of integer;

procedure init;

var I:integer;

begin Gesamt:=0; Gefunden:=false;

  MuenzWert[1]:=1;   MuenzWert[2]:=2;   MuenzWert[3]:=5; MuenzWert[4]:=10; 

  MuenzWert[5]:=20; MuenzWert[6]:=50; MuenzWert[7]:=100; MuenzWert[8]:=200;

  Erbe[1]:=30;   Erbe[2]:=43;   Erbe[3]:=60;   Erbe[4]:=81; Erbe[5]:=36;   Erbe[6]:=53;   

  Erbe[7]:=41;     Erbe[8]:=44;  Erbe[9]:=37;   Erbe[10]:=23;  (* 1,3,4,6 *)

  for i:=1 to AnzErb do begin Teilung[i]:=false; Gesamt:=Gesamt+Erbe[i]; end;

  if Gesamt div 2 <> Gesamt/2 then begin inc(Erbe[1]); inc(Gesamt); end;

  Feld[1]:=1; for i:=2 to 15 do Feld[i]:=Feld[i-1]+trunc(random*10)+1;

end;

function AnzWechsel(betrag,Muenzart:integer): word;

begin

  if      Betrag=0 then AnzWechsel:=1

  else if (Betrag<0) or (Muenzart=0) then AnzWechsel:=0

  else AnzWechsel:=AnzWechsel(betrag,Muenzart-1)+AnzWechsel(betrag-MuenzWert[Muenzart],Muenzart);

end;

procedure TeileZu(Betrag,Nr:integer);

begin

  if Betrag=Gesamt div 2 then gefunden:=true;

  if Gefunden or (Nr>AnzErb) or (Betrag>Gesamt div 2) then exit;

  Teilung[Nr]:=true;

  TeileZu(Betrag+Erbe[Nr], Nr+1);

  if gefunden then exit;

  Teilung[Nr]:=false;

  TeileZu(Betrag,Nr+1);

end;

function f(l,r: word):integer;

var Mitte:integer;

begin if l>r then begin f:=0; exit; end;

  Mitte:=(l+r) div 2;

  if Feld[Mitte]=x then begin f:=Mitte; exit; end;

  if Feld[Mitte]<x then f:=f(Mitte+1,r);

  if Feld[Mitte]>x then f:=f(l,Mitte-1);

end;

� EMBED Equation.3  ���





A(1,0)      A(0,1) a





A(2,0)      A(1,1)         A(1,0)   A(0,1) b





A(3,0)      A(2,1)         A(2,0)   A(1,1)     A(1,0)        A(0,1) c              





A(4,0)      A(3,1)         A(3,0)   A(2,1)              A(1,1)        A(-1,2)               





A(5,0)      A(4,1)                 A(3,1)                          A(1,2)                





 A(5,1)                               A(3,2)                 





� EMBED Equation.3  ���





A(5,2)                                              A(0,3) d





 A(5,3)
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